
Задачи и решения

Задачи

Задача 8.1

Рассмотрим регрессию на стационарных временных рядах

yt = α+ βxt + et,

где ошибка et имет нулевое среднее и не коррелирует с регрессором xt. Нас интересует асим-
птотическая дисперсия Vβ МНК-оценки β.

(а) Постройте пример, в котором et серийно коррелирована, но тем не менее

Vβ =
V [et]
V [xt]

,

то есть можно не поправлять стандартные ошибки на серийную корреляцию, хотя та-
ковая имеется.

(б) Постройте пример, в котором et серийно некоррелирована, но тем не менее

Vβ 6=
V [xtet]
(V [xt])

2 .

то есть нужно поправлять стандартные ошибки на серийную корреляцию, хотя таковой
в ошибках нет.

(в) Какие последствия для предварительного тестирования на серийную корреляцию име-
ют результаты в (а) и (б)?

Задача 8.2

Рассмотрим стандартную панельную линейную регрессию с индивидуальными эффектами.
Пусть для простоты константа отсутствует, а все переменные имеют нулевое среднее. Раз-
работайте тест на случайные эффекты на основе разности внутри-оценки и между-оценки
коэффициентов регрессии.

Задача 8.3

Выведите асимптотические свойства оценки Надарая–Уотсона регрессионной функции в ре-
грессии с абсолютной подгонкой, т.е. когда регрессионной ошибки нет.



124 Квантиль, №8, июль 2010 г.

Решения

Решение 7.1

Временной ряд {Xt}+∞t=−∞ со свойством E[Xt] < ∞ называется линейным (или имеет свойство
линейной регрессии), если для всех s ≥ 0 выполнено

E[Xt+s|Xt−1, Xt−2, . . . , Xt−k] = α1Xt−1 + α2Xt−2 + . . .+ αkXt−k,

то есть если матожидания Xt, условные на конечном количестве прошлых X-ов, линейны. По-
кажите с помощью контрпримера, что линейность временного ряда – не то же самое, что тре-
бование линейности условного матожидания на всей предыстории E[Xt+s|Xt−1, Xt−2, . . .].

Подобный контрпример приводит Salih Neftci (1991, сноска 5). Пусть последовательность
εt состоит из независимых одинаково распределенных элементов, причем εt = −1 с вероят-
ностью 2

3 и εt = 2 с вероятностью 1
3 . Построим процесс Xt как Xt = εt + 1

2εt−1. Этот процесс
имеет представление в виде бесконечного бегущего среднего, и, следовательно, является ли-
нейным по всем прошлым Xt. В то же время E[Xt|Xt−1] не может быть линейным по Xt−1.
Действительно, можно рассчитать, что E[Xt|Xt−1 = 0] = −1

2 , в то время как из линейности
следовало бы E[Xt|Xt−1 = 0] = 0.

Решение 7.2

Предположим, что
yi = α+ βxi + ui,

где ui независимо и одинаково распределены, причем E [ui] = 0, E
[
u2
i

]
= σ2 и E

[
u3
i

]
= ν, в

то время как регрессор xi детерминистически ужимается: xi = ρi, где ρ ∈ (0, 1). Пусть размер
выборки равен n. Выясните асимптотическое поведение МНК-оценок (α̂, β̂, σ̂2) для (α, β, σ2) по
мере того как n→∞.

МНК-оценки имеют вид

β̂ =
n−1

∑
i yixi −

(
n−1

∑
i yi
) (
n−1

∑
i xi
)

n−1
∑

i x
2
i − (n−1

∑
i xi)

2 , α̂ =
1
n

∑
i

yi − β̂ ·
1
n

∑
i

xi (1)

и

σ̂2 =
1
n

∑
i

êi
2.

Рассмотрим сначала β̂. Из (1) и модели следует, что

β̂ =
n−1

∑
i(α+ βxi + ui)xi − n−2

∑
i(α+ βxi + ui)

∑
i xi

n−1
∑

i x
2
i − n−2(

∑
i xi)2

= β +
n−1

∑
i ρ
iui − n−2

∑
i ui
∑

i ρ
i

n−1
∑

i ρ
2i − n−2(

∑
i ρ
i)2

= β +

∑
i ρ
iui − ρ(1−ρn)

1−ρ n−1
∑

i ui

ρ2(1−ρ2n)
1−ρ2 − n−1

(
ρ(1−ρn)

1−ρ

)2 ,

что сходится к

β +
1− ρ2

ρ2
plim
n→∞

n∑
i=1

ρiui,

при условии, что случайная величина ξ ≡ plim
∑

i ρ
iui существует. Ее моменты находятся

как E [ξ] = 0, E
[
ξ2
]

= σ2 ρ2

1−ρ2 and E
[
ξ3
]

= ν ρ3

1−ρ3 . Следовательно,

β̂ − β d→ 1− ρ2

ρ2
ξ. (2)
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Теперь взглянем на α̂. Опять же, из (1) и модели видно, что

α̂ = α+ (β − β̂) · 1
n

∑
i

ρi +
1
n

∑
i

ui
p→ α,

где использованы (2) и ЗБЧ для среднего ui-х. Далее,

√
n(α̂− α) =

1√
n

(β − β̂)
ρ(1− ρ1+n)

1− ρ
+

1√
n

∑
i

ui = Un + Vn.

В силу (2) Un
p→ 0. Из ЦПТ следует, что Vn

d→ N (0, σ2). Все это вместе дает

√
n(α̂− α) d→ N (0, σ2).

Наконец, разберемся с σ̂2:

σ̂2 =
1
n

∑
i

ê2
i =

1
n

∑
i

(
(α− α̂) + (β − β̂)xi + ui

)2
. (3)

Используя то, что (1) (α− α̂)2 p→ 0, (2) (β− β̂)2/n
p→ 0, (3) n−1

∑
i u

2
i

p→ σ2, (4) n−1
∑

i ui
p→ 0,

(5) n−1/2
∑

i ρ
iui

p→ 0, можно заключить, что

σ̂2 p→ σ2.

Далее заметим, что n−δ(β − β̂)
p→ 0 и n−δ

∑
i ρ
iui

p→ 0 для любого δ > 0. Используя ту же
технику, что и ранее, можно вывести, что

√
n(σ̂2 − σ2) A∼ 1√

n

∑
i

(u2
i − σ2),

поскольку остальные члены сходятся по вероятности к нулю. Используя ЦПТ, получаем

√
n(σ̂2 − σ2) d→ N (0,m4),

где предполагается, что m4 = E

[
u4
i

]
− σ4 существует.

Решение 7.3

Рассмотрим модель

y = αz2 + u, z = πx+ v,

где

E

[(
u

v

)
|x

]
= 0, V

[(
u

v

)
|x

]
= Σ,

причем матрица Σ неизвестна. Набор троек {(xi, zi, yi)}ni=1 образует случайную выборку.

1. Рассмотрим следующий двушаговый метод оценивания. На первом шаге мы регрессируем
z на x и определяем ẑ = π̂x, где π̂ – МНК-оценка. На втором шаге мы регрессируем y на
ẑ2 и получаем МНК-оценку α. Покажите, что такая оценка α несостоятельна.

2. Предложите метод состоятельного оценивания α в духе 2ШМНК.
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1. Предложенная оценка удовлетворяет

α̃ =

(
1
n

∑
i

ẑ4
i

)−1
1
n

∑
i

ẑ2
i yi =

(
π̂4 1
n

∑
i

x4
i

)−1

π̂2 1
n

∑
i

x2
i yi.

Известно, что n−1
∑

i x
4
i

p→ E

[
x4
]
, n−1

∑
i x

2
i yi = απ2n−1

∑
i x

4
i + 2απn−1

∑
i x

3
i vi +

αn−1
∑

i x
2
i v

2
i + n−1

∑
i x

2
iui

p→ απ2
E

[
x4
]

+ αE
[
x2v2

]
, and π̂ p→ π. Поэтому

α̃
p→ α+

α

π2

E

[
x2v2

]
E [x4]

6= α.

2. Поскольку регрессором является z2, а не z, необходимо найти проекцию z2 на про-
странство инструментов. Заметим, что

E

[
z2|x

]
= E

[
(πx+ v)2|x

]
= π2x2 + 2E [πxv|x] + E

[
v2|x

]
= π2x2 + σ2

v.

Следовательно, на первом шаге мы должны прорегрессировать z2 на x2 с константой и
построить ẑ2

i = π̂2x2
i +σ̂2

v, а на втором шаге прорегрессировать y на ẑ2. Состоятельность
такой оценки следует из теории 2ШМНК.
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